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Cutia lui Dirichelet... 

Principiul CUTIEI LUI
DIRICHELET

Mihaela Oltean

Chiar dacã principiul cutiei lui Dirichelet se bazeazã pe una dintre cele mai sim-
ple observaþii matematice, rezolvarea problemelor folosind aceastã metodã nu
este o sarcinã prea uºoarã. În acest articol vom prezenta câteva probleme di-
ficile care pot fi rezolvate folosind principiul cutiei lui Dirichlet.

Principiul cutiei lui Dirichlet se bazeazã pe una dintre cele
mai simple observaþii matematice: dacã avem n obiecte dis-
puse în n - 1 cutii, atunci existã cel puþin o cutie care conþine
douã obiecte. Dar, pe cât de simplu este acest principiu, pe
atât de complexe sunt implicaþiile lui.

Existã destule probleme, unele dintre ele propuse spre
rezolvare la diferite concursuri de programare naþionale sau
internaþionale, a cãror soluþie se poate obþine mult mai uºor
dacã se foloseºte principiul cutiei lui Dirichelet.

În continuare vom prezenta câteva probleme care se
rezolvã folosind aceastã observaþie matematicã.

Problema 1
Se considerã cinci puncte în interiorul unui triunghi echi-
lateral de laturã o unitate. Se cere sã se arate cã existã douã
puncte situate la o distanþã de cel mult 0.5 unitãþi.

Soluþie
La început vom trasa cele trei linii mijlocii ale triunghiului.
În acest fel triunghiul dat este împãrþit în patru triunghiuri
echilaterale identice. Laturile acestor triunghiuri vor avea
lungimea 1/2 unitãþi, deci douã puncte aflate în acelaºi triun-
ghi nu se pot afla la o distanþã mai mare de 1/2 unitãþi unul
faþã de celãlalt. 

Avem, deci, patru triunghiuri ºi cinci puncte. Conform
principiului cutiei lui Dirichelet, douã puncte se vor gãsi în
acelaºi triunghi, deci se vor afla la o distanþã de cel mult
1/2 unitãþi unul faþã de celãlalt. 

O generalizare a acestei probleme este urmãtoarea: 
Fie un triunghi echilateral de laturã n unitãþi. Sã se ara-

te cã oricum am alege n2 + 1 puncte în interiorul triunghiu-
lui vor exista cel puþin douã puncte la o distanþã de cel mult
o unitate.

Problema 2
Vom considera un pãtrat ºi nouã linii, fiecare dintre ele tã-
ind pãtratul dat în douã patrulatere de arii proporþionale
cu 2/3. Sã se arate cã existã trei linii care trec prin acelaºi
punct.

Soluþie
Vom eticheta vârfurile pãtratului cu A, B, C, D în sensul
acelor de ceasornic. 

Observãm, în primul rând, cã nici una dintre linii nu
poate tãia douã laturi adiacente ale pãtratului pentru cã în
felul acesta am obþine un triunghi ºi un pentagon ºi în nici
un caz un patrulater. Sã presupunem cã una dintre linii in-
tersecteazã laturile BC ºi AD în punctele M, respectiv N.
Patrulaterele ABMN ºi CDNM sunt, evident, trapeze având
aceeaºi înãlþime. Ariile lor sunt în acelaºi raport în care se
aflã ºi liniile lor mijlocii. Deci, MN împarte linia mijlocie
a pãtratului în douã segmente având raportul 2/3. Acest
lucru este adevãrat pentru oricare dintre cele nouã linii.
Dar existã doar patru puncte care împart liniile mijlocii ale
pãtratului în raportul 2/3. Conform principului cutiei, cel
puþin trei linii trec prin acelaºi punct.

Problema 3
Considerãm 25 de puncte în plan cu proprietatea cã în ori-
ce triplet existã o pereche de puncte aflate la o distanþã mai
micã de o unitate. Sã se arate cã existã un cerc de razã o
unitate care conþine 13 puncte dintre cele 25.



m
a
te

G
Info nr. 13/8 - decem

brie 2003

27

Soluþie
Pentru a rezolva aceastã problemã, vom alege la întâmpla-
re un punct (pe care îl notãm cu A) dintre cele 25 date ºi
vom considera cercul B(A, 1) având centrul în A ºi raza o
unitate. 

Dacã toate punctele (sau cel puþin 13) sunt în B, atunci
problema este rezolvatã.

În caz contrar, considerãm un alt punct D care nu se
aflã în B (distanþa între A ºi D este mai mare de o unitate).
Pentru orice alt punct C, fie distanþa dintre A ºi C este mai
micã de o unitate, fie distanþa dintre D ºi C este mai micã
de o unitate. Cu alte cuvinte, fiecare dintre punctele rãma-
se aparþin fie cercului cu centrul în A ºi razã o unitate, fie
cercului cu centrul în D ºi razã o unitate. Conform princi-
piului cutiei, în interiorul unuia dintre cercuri se vor afla
cel puþin 13 puncte.

Problema 4
Fie cinci puncte în plan, având coordonate întregi. Sã se
arate cã unul dintre mijloacele segmentelor care unesc cele
cinci puncte are, de asemenea, coordonatele întregi.

Soluþie
Fiecare punct din plan este caracterizat de perechea (x, y),
unde x este coordonata sa pe axa Ox, iar y este coordonata
sa pe axa Oy.

Conform principiului cutiei lui Dirichelet, dintre cele
cinci coordonate pe axa Ox (ale punctelor date) trei dintre
ele au aceeaºi paritate.

Apoi, dintre cele trei puncte care au coordonatele pe
Ox de aceeaºi paritate, vor exista douã (tot conform prin-
cipiului cutiei) pentru care coordonatele pe axa Oy au ace-
eaºi paritate. Mijlocul segmentului care uneºte aceste douã
puncte are coordonate numere întregi, deoarece media arit-
meticã a douã numere de aceeaºi paritate este întotdeauna
un numãr întreg.

O altã rezolvare pentru aceastã problemã poate fi ur-
mãtoarea: existã patru variante pentru alegerea coordonate-
lor celor cinci puncte deoarece un punct poate sã aibã coor-
donatele pare sau impare. Deci, conform principiului cuti-
ei, existã douã puncte care au coordonatele alese în acelaºi
fel (având aceeaºi paritate ºi pentru x ºi pentru y). În con-
cluzie, mijlocul segmentului care leagã cele douã puncte
are coordonatele întregi.

Problema 5
Fie P(x) un polinom cu coeficienþi întregi. Dacã P(a) =
P(b) = P(c) pentru trei valori diferite a, b, c, sã se arate cã
nu existã d astfel încât P(d) = 3.

Soluþie
Considerãm polinomul: P(x) = cnx

n + cn-1x
n-1 + … + c1x + c0.

Propoziþie:
Pentru oricare douã numere întregi p ºi q, P(p) - P(q)

este divizibil prin p - q: (p - q) | P(p) - P(q)).

Demonstraþie:
Într-adevãr, P(p) - P(q) = cn(pn - qn) + cn-1(pn-1 - qn-1) +

… + c1(p - q) ºi deoarece (p - q) | (pk - qk) pentru orice
valoare k > 0, propoziþia este demonstratã.

Cu aceastã propoziþie demonstratã, în continuare pre-
supunem cã: P(a) = P(b) = P(c) = 2 ºi P(d) = 3, unde a, b, c
ºi d sunt distincte.

Din propoziþie avem:
(d - a) | (P(d) - P(a)) = 3 - 2 = 1,
(d - b) | (P(d) - P(b)) = 3 - 2 = 1 ºi
(d - c) | (P(d) - P(c)) = 3 - 2 = 1,

deci d - a, d - b, d - c sunt distincte ºi divid pe 1. Dar acest
lucru nu este posibil (conform principiului cutiei) deoare-
ce 1 are doar doi divizori distincþi (pe 1 ºi pe -1),  deci,
presupunerea fãcutã este falsã. Astfel am demonstrat cã nu
existã d astfel încât P(d) = 3.

Problema 6
Se considerã douã numere naturale n ºi m. Se cere sã se de-
termine dacã existã douã numere naturale p ºi q distincte,
astfel încât mp - mq sã fie divizibil cu n. 

Soluþie
Considerãm numerele m0, m1, m2, …, mn. În total sunt n + 1
numere. Resturile împãrþirii acestor numere la n sunt din
mulþimea {0, 1, …, n - 1}. Existã în total n valori distincte
pentru resturi, care sunt generate de n + 1 numere, deci
(conform principiului cutiei lui Dirichlet) vor exista douã
numere distincte mp ºi mq care dau acelaºi rest prin împãr-
þire la n, deci mp - mq este divizibil cu n.

Algoritmul în pseudocod care rezolvã aceastã proble-
mã este:
Algoritm resturi

citeºte n,m
{ vom folosi un tablou care are dimensiunea n, în care 

vom reþine resturile ºi care conþine resturile împãrþirii 
valorilor mi, i = 0, 1, …, n, la n }

resturi0 ← 1; // rest[m0/n] = 0
pentru i=1,n executã:
{ mi-1 = n · ci-1 + resturii-1
mi = m · (n · ci-1 + resturii-1) = n · ci + resturii 
⇒ resturii = rest[(m · resturii-1)/n] }
resturii ← rest[(m · resturii-1)/n]

sfârºit pentru
// cãutãm douã resturi egale
pentru p=0,n-1 executã:

pentru q=1,n executã:
dacã resturip = resturiq atunci

scrie "Numerele cãutate sunt ",p," ºi ",q
*ieºire

sfârºit dacã
sfârºit pentru

sfârºit pentru
sfârºit algoritm
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Problema 7
Se considerã un numãr natural p care nu este divizibil cu
10. Sã se determine dacã existã o putere a lui p care se ter-
minã cu 0…01 (k valori egale cu zero).

Soluþie
Fie pm ºi pn (m < n) douã puteri ale lui p care dau acelaºi
rest prin împãrþire la 10k+1 (vezi problema 6). Atunci pn -
pm este divizibil cu 10k+1.

ªtim cã pn - pm = pm(pn-m - 1) divizibil cu 10k + 1.
Dar pm nu se divide cu 10. Înseamnã cã pn-m - 1 se

divide cu 10k+1. Deci pn-m - 1 se terminã cu k + 1 cifre de
zero, iar pn-m se terminã cu k cifre egale cu 0 ºi un 1.

Problema 8
Se considerã un cerc cu raza de o unitate ºi ºase puncte în
interiorul sãu. Sã se arate cã existã douã puncte la o dis-
tanþã de cel mult o unitate.

Soluþie
Împãrþim cercul în ºase sectoare egale astfel încât unul din-
tre punctele date (sã-l notãm pe acesta cu A) sã se afle pe
una dintre cele ºase raze care unesc centrul cu circumfe-
rinþa sa.

Distanþa între oricare douã puncte din acelaºi sector
este cel mult o unitate. Dacã într-unul dintre cele douã sec-
toare în care este inclus punctul A se mai aflã încã un punct,
atunci problema este rezolvatã. În caz contrar, mai rãmân
patru sectoare în care sunt dispuse cinci puncte ºi, con-
form principiului cutiei, va exista sigur un sector în care
vom avea douã puncte.

Cele douã puncte din acelaºi sector se aflã la o distanþã
mai micã sau egalã cu o unitate unul faþã de celãlalt.

Problema 9
Se considerã un numãr n > 3. Fie m cel mai mare numãr
întreg mai mic decât (n + 2) / 2. Sã se arate cã, alegând la
întâmplare cel puþin m numere întregi din intervalul [1, n],
existã trei numere (dintre cele alese) cu proprietatea cã unul
este egal cu suma celorlalte douã.

Soluþie
Vom considera cã x este cel mai mic numãr ales. Calculãm
toate diferenþele dintre x ºi celelalte numere alese. Vom
avea m diferenþe. În continuare vom arãta cã una dintre
aceste diferenþe este egalã cu unul din numerele selectate. 

Evident, nu existã douã diferenþe egale, deoarece în
acest caz numerele selectate nu mai sunt distincte. Nume-
rele neselectate sunt în numãr de n - m. Avem, deci, m di-
ferenþe ºi n - m valori pe care le-ar putea avea aceste dife-
renþe. Dar m > n - m, deoarece 2 · m > n.

Problema 10
Considerãm un numãr natural n. Sã se arate cã dacã se aleg
mai mult de jumãtate din întregii din intervalul [1, 2 · n],
atunci vor exista doi întregi care se divid unul pe celãlalt.

Soluþie
Construim mulþimile Ai = {2p · (2 · i - 1) | p = 0, 1, …}, care
conþin numerele impare împreunã cu multiplii lor mai
mici sau egali cu 2 · n. Mulþimea Ai conþine al i-lea numãr
impar din intervalul [1, 2· n]. În intervalul [1, 2 · n] existã
n întregi impari, deci vom avea n mulþimi. Reuniunea aces-
tor mulþimi este mulþimea {1, 2, …, 2 · n}.

Alegând n + 1 întregi, doi vor aparþine aceleiaºi mulþimi.
În aceste mulþimi existã cel puþin douã numere: un numãr
impar ºi dublul sãu care satisfac cerinþa din enunþ.

Problema 11
Sã se arate cã dacã se aleg 55 de numere întregi distincte
din intervalul [1, 100], existã o pereche de numere a cãror di-
ferenþã este 10, o altã pereche a cãrei diferenþã este 12, dar
nu existã nici o pereche a cãrei diferenþã sã fie 11.

Soluþie
Împãrþim numerele între 1 ºi 20 în zece mulþimi: {1, 11}, {2,
12}, …, {10, 20}. Continuãm împãrþirea cu numerele din
intervalele [21, 40], [41, 60], [61, 80], [81, 100]. Avem în
total 50 de mulþimi. Deci, dacã alegem 55 de numere, vor
exista douã din aceeaºi mulþime (care au diferenþa 10).

Pentru diferenþa 12 vom construi mulþimile: {1, 13}, {2,
14}, …, {12, 24}. Vom face la fel ºi pentru celelalte numere.
La sfârºit mai rãmân mulþimile {97}, {98}, {99}, {100}. În
final vom avea 52 de mulþimi. Dacã alegem 55 de numere,
vor exista douã din aceeaºi mulþime, adicã vor avea dife-
renþa 12.

Dacã se încearcã dispunerea numerelor în mulþimi cu
diferenþa 11, se va observa cã se vor construi 55 de mul-
þimi, deci se vor putea alege 55 de numere a cãror diferenþã
sã nu fie 11.

Problema 12
Demonstraþi cã printre oricare n numere întregi din in-
tervalul [1, 2· n - 2] existã doi întregi care au suma imparã.

Soluþie
Construim mulþimile: {1, 2}, {3, 4}, …, {2 · n - 1, 2 · n - 2}.
Vom avea în total n - 1 mulþimi. Alegând n numere, vor
exista douã care aparþin aceleiaºi mulþimi. Suma acestor
douã numere este imparã. 

Problema 13
Se considerã 1000 de numere întregi distincte. Sã se deter-
mine dacã existã doi dintre ei care au diferenþa sau suma
egalã cu un multiplu de 1997.

Soluþie
Construim mulþimile de resturi modulo 1997: {0}, {i, 1997
- i}, 1 ≤ i ≤ 998. Toate numerele dau, prin împãrþirea la
1997, un rest aflat în una din cele 999 de clase. Dacã douã
din 1000 de numere, prin împãrþirea la 1997, vor da acelaºi
rest, atunci ele vor diferi unul de celãlalt printr-un multi-
plu de 1997. În caz contrar vor exista douã numere care au



suma resturilor împãrþirii la 1997 în aceeaºi mulþime, deci
suma resturilor lor este 1997.

Problema 14
Într-o camerã se aflã n persoane. Fiecare dintre acestea
cunoaºte un numãr de alte persoane din camerã. Se ºtie cã
relaþia de cunoºtinþã este reciprocã (dacã A cunoaºte pe B,
atunci ºi B cunoaºte pe A). Sã se determine dacã existã
douã persoane care cunosc acelaºi numãr de persoane din
camerã.

Soluþie
Fiecare persoanã din camerã cunoaºte cel puþin 0 persoane
ºi cel mult n - 1 persoane. 

Dacã existã o persoanã care le cunoaºte pe toate celelal-
te n - 1 persoane, atunci nu va exista o persoanã care sã nu
cunoascã nici o altã persoanã din camerã. 

Dacã existã o persoanã care nu cunoaºte pe nimeni din
camerã, atunci nu va exista o persoanã care sã cunoascã pe
toate celelalte n - 1 persoane din camerã. 

Dacã vom construi mulþimea numerelor corespunzã-
toare numãrului de persoane cunoscut de fiecare din ca-
merã, atunci aceasta va conþine cel mult n - 1 valori dis-
tincte (dacã îl conþine pe 0, atunci nu îl conþine pe n - 1, iar
dacã îl conþine pe n - 1 nu îl conþine pe 0). Deoarece în ca-
merã se aflã n persoane, înseamnã cã cel puþin douã dintre
ele cunosc un acelaºi numãr de persoane din camerã.

O altã variantã de enunþ pentru aceastã problemã ar fi
urmãtoarea: Sã se arate cã într-un graf neorientat existã
douã vârfuri care au acelaºi grad.

Problema 15
La un campionat de fotbal participã n echipe care joacã
între ele, astfel încât oricare douã joacã o singurã datã. Sã
se arate cã în orice moment existã douã echipe care au
jucat acelaºi numãr de jocuri.

Soluþie
La un moment dat fiecare echipã a jucat cel puþin 0 jocuri,
dar nu mai mult de n - 1.

Dacã existã o echipã care a jucat n - 1 jocuri, înseamnã
cã nu existã o echipã care sã nu fi jucat nici un joc. Dacã
existã o echipã care nu a jucat nici un joc, înseamnã cã nici
o echipã nu a jucat toate cele n - 1 jocurile. Dacã formãm
mulþimea numerelor care constituie numãrul de partide
jucate de fiecare echipã, atunci aceasta va conþine cel mult
n - 1 numere (dacã îl conþine pe 0, atunci nu îl conþine pe
n - 1, iar dacã îl conþine pe n - 1 nu îl conþine pe 0). Fiind
n echipe, înseamnã cã cel puþin douã dintre ele au jucat ace-
laºi numãr de jocuri.

Problema 16
Se considerã o mulþime de cifre C care conþine ºi cifra 0. Sã
se determine un multiplu a lui n care este format din toate
cifrele din C.

Soluþie
Fie C = {c1, c2, …, ck} mulþimea cifrelor date. Evident 2 ≤ k
≤ 10. Presupunem, în continuare cã, ck = 0. 

Construim numãrul A = c1c2…ck. Apoi construim ºirul
de numere:

x1 = A, 
x2 = AA,
x3 = AAA,
…
xn = A…A (A de n ori).

Calculãm resturile ri ale împãrþirii lui xi la n. Aceste
resturi sunt numere întregi din mulþimea {0, 1, …,n - 1}.
Dacã unul dintre resturi este 0, atunci numãrul corespun-
zãtor este soluþia problemei. În caz contrar vom avea n - 1
tipuri de resturi generate de n numere, deci, conform
principiului lui Dirichlet, douã resturi (ri ºi rj, i < j) sunt
egale. Dacã scãdem numerele corespunzãtoare xj - xi, vom
obþine un numãr, care prin împãrþire la n, dã restul 0 ºi
care reprezintã totodatã ºi soluþia problemei.

Problema 17
Fie A o mulþime cu n elemente. Sã se arate cã, dacã alegem
mai mult decât jumãtate dintre submulþimile mulþimii A,
atunci douã dintre acestea au proprietatea cã una este in-
clusã în cealaltã.

Soluþie
Se ºtie cã o mulþime cu n elemente are 2n submulþimi. Fie x
un element din A ºi B = A\{x}.

Pentru fiecare submulþime S a lui B vom forma pere-
chea {S, S ∪ {x}}. Aceste perechi formeazã o partiþie a mul-
þimii A.

Dacã alegem mai mult de jumãtate dintre submulþimile
lui A, conform principiului cutiei, vor exista douã care se
aflã în aceeaºi pereche.

Douã mulþimi din aceeaºi pereche au proprietatea cã
una este inclusã în cealaltã.
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