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Cutia lui Dirichelet...

Principiul CUTIEI LUE
DIRICHELET

Mihaela Oltean

Chiar dacé principivl cutiei lui Dirichelet se bazeazda pe una dintre cele mai sim-
ple observatii matematice, rezolvarea problemelor folosind aceastd metoda nu
este o sarcina prea vsoard. In acest articol vom prezenta céteva probleme di-
ficile care pot fi rezolvate folosind principiul cutiei lui Dirichlet.

Principiul cutiei lui Dirichlet se bazeazd pe una dintre cele
mai simple observatii matematice: dacd avem n obiecte dis-
puse inn - 1 cutit, atunci existd cel putin o cutie care contine
dond obiecte. Dar, pe cit de simplu este acest principiu, pe
atat de complexe sunt implicatiile lui.

[o]ls] o] o2

n‘—'l

Exista destule probleme, unele dintre ele propuse spre
rezolvare la diferite concursuri de programare nationale sau
internationale, a ciror solutie se poate obtine mult mai usor
daci se foloseste principiul cutiei lui Dirichelet.

In continuare vom prezenta citeva probleme care se
rezolvi folosind aceastd observatie matematici.

Problema 1

Se considerd cinci puncte in interiorul unui triunghi echi-
lateral de laturd o unitate. Se cere si se arate ci existd doud
puncte situate la o distantd de cel mult 0.5 unitdti.

Solutie

La Inceput vom trasa cele trei linii mijlocii ale triunghiului.
Tn acest fel triunghiul dat este impirtit in patru triunghiuri
echilaterale identice. Laturile acestor triunghiuri vor avea
lungimea 1/2 unitati, deci doui puncte aflate in acelasi triun-
ghi nu se pot afla la o distantd mai mare de 1/2 unititi unul
fatd de celilalt.

Avem, deci, patru triunghiuri si cinci puncte. Conform
principiului cutier lui Dirichelet, doud puncte se vor gisi in
acelasi triunghi, deci se vor afla la o distantd de cel mult
1/2 unititi unul fatd de celdlalt.

O generalizare a acestei probleme este urmitoarea:

Fie un triunghi echilateral de laturd n unitati. Sd se ara-
te cd oricum am alege n? + 1 puncte in interiorul triunghiu-
lui vor exista cel putin doud puncte la o distantd de cel mult
0 unitate.

Problema 2

Vom considera un pitrat si noua linii, fiecare dintre ele ti-
ind patratul dat In doud patrulatere de arii proportionale
cu 2/3. S se arate ci existd trei linii care trec prin acelasi
punct.

Solutie
Vom eticheta varfurile pitratului cu A, B, C, D in sensul
acelor de ceasornic.

Observim, in primul rind, c3 nici una dintre linii nu
poate tiia doui laturi adiacente ale patratului pentru ci in
felul acesta am obtine un triunghi si un pentagon si in nici
un caz un patrulater. S presupunem c3 una dintre linii in-
tersecteazd laturile BC si AD in punctele M, respectiv N.
Patrulaterele ABMN si CDNM sunt, evident, trapeze avind
aceeasi indltime. Ariile lor sunt in acelasi raport in care se
afld si liniile lor mijlocii. Deci, MN imparte linia mijlocie
a patratului in doud segmente avind raportul 2/3. Acest
lucru este adevdrat pentru oricare dintre cele noud linii.
Dar exista doar patru puncte care impart liniile mijlocii ale
patratului in raportul 2/3. Conform principului cutiei, cel
putin trei linii trec prin acelasi punct.

Problema 3

Considerim 25 de puncte in plan cu proprietatea ¢ in ori-
ce triplet existd o pereche de puncte aflate la o distantd mai
micd de o unitate. S se arate ci existd un cerc de razi o
unitate care contine 13 puncte dintre cele 25.



Solutie
Pentru a rezolva aceastd problemd, vom alege la intimpla-
re un punct (pe care il notim cu A) dintre cele 25 date si
vom considera cercul B(A, 1) avand centrul in A si raza o
unitate.

Daci toate punctele (sau cel putin 13) sunt in B, atunci
problema este rezolvata.

In caz contrar, considerim un alt punct D care nu se
afli In B (distanta intre A si D este mai mare de o unitate).
Pentru orice alt punct C, fie distanta dintre A si C este mai
micd de o unitate, fie distanta dintre D si C este mai micd
de o unitate. Cu alte cuvinte, fiecare dintre punctele rima-
se apartin fie cercului cu centrul in A si razd o unitate, fie
cercului cu centrul in D si razd o unitate. Conform princi-
piului cutiei, in interiorul unuia dintre cercuri se vor afla
cel putin 13 puncte.

Problema 4

Fie cinci puncte in plan, avind coordonate intregi. Si se
arate cd unul dintre mijloacele segmentelor care unesc cele
cinci puncte are, de asemenea, coordonatele Intregi.

Solutie

Fiecare punct din plan este caracterizat de perechea (x, y),
unde x este coordonata sa pe axa Ox, iar y este coordonata
sa pe axa Oy.

Conform principiului cutiei lui Dirichelet, dintre cele
cinci coordonate pe axa Ox (ale punctelor date) trei dintre
ele au aceeasi paritate.

Apoi, dintre cele trei puncte care au coordonatele pe
Ox de aceeasi paritate, vor exista doud (tot conform prin-
cipiului cutiei) pentru care coordonatele pe axa Oy au ace-
easi paritate. Mijlocul segmentului care uneste aceste doud
puncte are coordonate numere Intregi, deoarece media arit-
meticd a doud numere de aceeasi paritate este intotdeauna
un numdr Intreg.

O altd rezolvare pentru aceastd problemi poate fi ur-
matoarea: existi patru variante pentru alegerea coordonate-
lor celor cinci puncte deoarece un punct poate si aibi coor-
donatele pare sau impare. Deci, conform principiului cuti-
e, existd doud puncte care au coordonatele alese in acelasi
fel (avind aceeasi paritate si pentru x si pentru y). In con-
cluzie, mijlocul segmentului care leagi cele doui puncte
are coordonatele intregi.

Problema 5

Fie P(x) un polinom cu coeficienti intregi. Dacd P(a) =
P(b) = P(c) pentru trei valori diferite 4, b, c, si se arate cd
nu existd d astfel incat P(d) = 3.

Solutie
Considerdm polinomul: P(x) = ¢ x" + ¢, X" + ... + c,x + ¢,

Propozitie:
Pentru oricare doud numere intregi p si ¢, P(p) - P(q)

este divizibil prinp - ¢: (p - q) | P(p) - P(q)).

Demonstratie:

Intr-adevir, P(p) - P(q) = ¢,(p" - ¢") + ¢, ,(p"" - q") +
o ¥ ¢(p - g) s deoarece (p - q) | (p* - g*) pentru orice
valoare k > 0, propozitia este demonstrati.

Cu aceastd propozitie demonstratd, in continuare pre-
supunem ci: P(a) = P(b) = P(c) =2 s1 P(d) = 3, unde a, b, ¢
si d sunt distincte.

Din propozitie avem:
(d-a)l (P(d)-Pla))=3-2=1,
(d-b)1(P(d)-Pb))=3-2=15si
(d-0l(Pd)-P))=3-2=1,
decid - a,d - b, d - c sunt distincte si divid pe 1. Dar acest
lucru nu este posibil (conform principiului cutiei) deoare-
ce 1 are doar doi divizori distincti (pe 1 si pe -1), deci,
presupunerea ficutd este falsi. Astfel am demonstrat ¢ nu
existi d astfel incat P(d) = 3.

Problema 6

Se considerd doui numere naturale 7 si m. Se cere si se de-
termine dacd existd doud numere naturale p si ¢ distincte,
astfel incat m? - m si fie divizibil cu ».

Solutie
Considerim numerele m®, m!, m?, ..., m". In total sunt 7 + 1
numere. Resturile impdrtirii acestor numere la 7 sunt din
multimea {0, 1, ..., 7 - 1}. Existd in total n valori distincte
pentru resturi, care sunt generate de z + 1 numere, deci
(conform principiului cutiei lui Dirichlet) vor exista doud
numere distincte 77 sim? care dau acelasi rest prin impar-
tire la n, deci m? - m4 este divizibil cu n.
Algoritmul 1n pseudocod care rezolvd aceastd proble-
md este:
Algoritm resturi
citesten,m
{ vom folosi un tablon care are dimensiunea v, in care
vom retine resturile si care contine resturile impdrtirii
valorilorm*, 1=0, 1, ..., n, lan}
resturi, « 1; // rest[m®/n] =0
pentru i=1,n executa:
{mit=n-

c. .+ resturi,
i-1 i-1

mi=m- (n- c,, * resturii_l) =n-c, + resturii
= resturii =rest/[(m - resturii_l)/n] }
resturii <« rest[(m - resturii_l) /n]
sfarsit pentru
// ciuntim doud resturi egale
pentru p=0,n-1 executa:
pentru g=1,n executa:
daca resturi_= resturiq atunci
scrie "Numerele ciutate sunt ", p," st',q
*iesire
sfarsit daca
sfarsit pentru
sfarsit pentru

sfargit algoritm
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Problema 7

Se considerd un numdr natural p care nu este divizibil cu
10. S se determine dacd existd o putere a lui p care se ter-
mini cu 0...01 (k valori egale cu zero).

Solutie
Fie p™ si p" (m < n) doud puteri ale lui p care dau acelasi
rest prin impirtire la 10%*! (vezi problema 6). Atunci p” -
" este divizibil cu 10541,

Stim ci p” - p” = p"(p" " - 1) divizibil cu 10¢+ 1,

Dar p™ nu se divide cu 10. Inseamni ci p* - 1 se
divide cu 10%*1. Deci p* - 1 se termini cu k + 1 cifre de
zero, iar p"™ se termind cu k cifre egale cu O si un 1.

Problema 8

Se considerd un cerc cu raza de o unitate si sase puncte in
interiorul sdu. Sd se arate cd existd doud puncte la o dis-
tanti de cel mult o unitate.

Solutie
Impartim cercul in sase sectoare egale astfel incit unul din-
tre punctele date (si-1 notdim pe acesta cu A) sd se afle pe
una dintre cele sase raze care unesc centrul cu circumfe-
rinta sa.

Distanta intre oricare doud puncte din acelasi sector
este cel mult o unitate. Dacd intr-unul dintre cele doud sec-
toare in care este inclus punctul A se mai afld inc un punct,
atunci problema este rezolvati. In caz contrar, mai rimin
patru sectoare in care sunt dispuse cinci puncte si, con-
form principiului cutiei, va exista sigur un sector in care
vom avea doud puncte.

Cele doud puncte din acelasi sector se afld 1a o distantd
mai micd sau egald cu o unitate unul fati de celilalt.

Problema 9

Se considerd un numir 7 > 3. Fie m cel mai mare numir
intreg mai mic dect (n + 2) / 2. S3 se arate ¢, alegind la
intamplare cel putin 7 numere intregi din intervalul [1, 7],
existd trei numere (dintre cele alese) cu proprietatea ¢ unul
este egal cu suma celorlalte doud.

Solutie
Vom considera ci x este cel mai mic numir ales. Calculim
toate diferentele dintre x si celelalte numere alese. Vom
avea m diferente. In continuare vom arita ci una dintre
aceste diferente este egald cu unul din numerele selectate.
Evident, nu existd doud diferente egale, deoarece in
acest caz numerele selectate nu mai sunt distincte. Nume-
rele neselectate sunt in numir de 7 - m. Avem, deci, 7 di-
ferente si 7 - m valori pe care le-ar putea avea aceste dife-
rente. Dar m > n - m, deoarece 2 - m > n.

Problema 10

Considerdm un numir natural 7. S3 se arate cd dacd se aleg
mai mult de jumitate din intregii din intervalul [1, 2 - 7],
atunci vor exista doi Intregi care se divid unul pe celilalt.

Solutie
Construim multimile A, = {2 - (2-i-1) |p =0, 1, ...}, care
contin numerele impare impreund cu multiplii lor mai
mici sau egali cu 2 - n. Multimea A, contine al i-lea numir
impar din intervalul [1, 2: 7). In intervalul 1, 2 - 7] existi
n intregi impari, deci vom avea » multimi. Reuniunea aces-
tor multimi este multimea {1, 2, ..., 2 - n}.

Alegind 7 + 1 intregi, doi vor apartine aceleiasi multimi.
In aceste multimi existi cel putin doud numere: un numir
impar si dublul sdu care satisfac cerinta din enunt.

Problema 11

S3 se arate cd dacd se aleg 55 de numere intregi distincte
din intervalul [1, 100], existd o pereche de numere a ciror di-
ferentd este 10, o altd pereche a cirei diferentd este 12, dar
nu existd nici o pereche a cirei diferenti s fie 11.

Solutie

Impirtim numerele intre 1 si 20 in zece multimi: {1, 11}, {2,
12}, ..., {10, 20}. Continuim impdrtirea cu numerele din
intervalele [21, 40], [41, 60], [61, 80], [81, 100]. Avem in
total 50 de multimi. Deci, daci alegem 55 de numere, vor
exista doud din aceeasi multime (care au diferenta 10).

Pentru diferenta 12 vom construi multimile: {1, 13}, {2,
14}, ..., {12, 24}. Vom face la fel si pentru celelalte numere.
La sfarsit mai riman multimile {97}, {98}, {99}, {100}. In
final vom avea 52 de multimi. Daci alegem 55 de numere,
vor exista doud din aceeasi multime, adici vor avea dife-
renta 12.

Daci se incearci dispunerea numerelor In multimi cu
diferenta 11, se va observa ci se vor construi 55 de mul-
timi, deci se vor putea alege 55 de numere a ciror diferentd
sd nu fie 11.

Problema 12

Demonstrati ci printre oricare # numere intregi din in-
tervalul [1, 2+ n - 2] existd doi intregi care au suma impara.

Solutie

Construim multimile: {1, 2}, (3,4}, ..., {2-n-1,2-n - 2}.
Vom avea n total 7 - 1 multimi. Alegind 7 numere, vor
exista doud care apartin aceleiasi multimi. Suma acestor
doud numere este impara.

Problema 13

Se considerd 1000 de numere intregi distincte. S se deter-
mine daci existd doi dintre ei care au diferenta sau suma
egald cu un multiplu de 1997.

Solutie

Construim multimile de resturi modulo 1997: {0}, {;, 1997
- 1}, 1 <7 < 998. Toate numerele dau, prin impirtirea la
1997, un rest aflat in una din cele 999 de clase. Daci doui
din 1000 de numere, prin impirtirea la 1997, vor da acelasi
rest, atunci ele vor diferi unul de celilalt printr-un multi-
plu de 1997. In caz contrar vor exista doui numere care au



suma resturilor impdrtirii la 1997 1n aceeasi multime, deci
suma resturilor lor este 1997.

Problema 14

Intr-o cameri se afli 7 persoane. Fiecare dintre acestea
cunoaste un numir de alte persoane din camerd. Se stie ci
relatia de cunostinti este reciprocd (daci A cunoaste pe B,
atunci si B cunoaste pe A). Si se determine dacd existd
doud persoane care cunosc acelasi numir de persoane din
camerd.

Solutie
Fiecare persoand din cameri cunoaste cel putin 0 persoane
si cel mult 7 - 1 persoane.

Daci existd o persoand care le cunoaste pe toate celelal-
te 7 - 1 persoane, atunci nu va exista o persoan care si nu
cunoasci nici o altd persoand din camera.

Daci existd o persoani care nu cunoaste pe nimeni din
camerd, atunci nu va exista o persoani care sd cunoasca pe
toate celelalte 72 - 1 persoane din camer3.

Daci vom construi multimea numerelor corespunzi-
toare numdrului de persoane cunoscut de fiecare din ca-
merd, atunci aceasta va contine cel mult 7 - 1 valori dis-
tincte (dacd il contine pe 0, atunci nu il contine pe 7 - 1, iar
daci il contine pe 7 - 1 nu il contine pe 0). Deoarece in ca-
merd se afld 7 persoane, inseamni ci cel putin doui dintre
ele cunosc un acelasi numdr de persoane din camer3.

O altd variantd de enunt pentru aceastd problema ar fi
urmitoarea: Sd se arate cd intr-un graf neorientat existd
doud varfuri care au acelasi grad.

Problema 15

La un campionat de fotbal participd 7 echipe care joaci
intre ele, astfel incat oricare doud joacd o singurd datd. S3
se arate ci in orice moment existd doud echipe care au
jucat acelasi numdr de jocuri.

Solutie
La un moment dat fiecare echipd a jucat cel putin 0 jocuri,
dar nu mai multde 7z - 1.

Daci existd o echipi care a jucat 7 - 1 jocuri, inseamnd
cd nu existd o echipd care si nu fi jucat nici un joc. Daci
existd o echipi care nu a jucat nici un joc, Inseamnd ¢ nici
o echipd nu a jucat toate cele 7 - 1 jocurile. Dacd formim
multimea numerelor care constituie numdrul de partide
jucate de fiecare echipd, atunci aceasta va contine cel mult
n - 1 numere (dacd 1l contine pe 0, atunci nu il contine pe
n - 1, 1ar daci 1l contine pe 7 - 1 nu il contine pe 0). Fiind
n echipe, inseamnd i cel putin doud dintre ele au jucat ace-
lasi numir de jocuri.

Problema 16

Se consideri o multime de cifre C care contine si cifra 0. Si
se determine un multiplu a lui 7 care este format din toate
cifrele din C.

Solutie
Fie C={c, ¢, ..., ¢,} multimea cifrelor date. Evident 2 < k
< 10. Presupunem, 1n continuare ¢, ¢, = 0.

Construim numdrul 4 = ¢,c,...c,. Apoi construim sirul
de numere:

x, =4,
x, = AA,
x, = AAA,

%= A...A (A de n ori).

Calculim resturile 7, ale impdrtirii lui x; la 7. Aceste
resturi sunt numere intregi din multimea {0, 1, ...,n - 1}.
Daci unul dintre resturi este 0, atunci numdrul corespun-
zitor este solutia problemei. In caz contrar vom avea 7 - 1
tipuri de resturi generate de » numere, deci, conform
principiului lui Dirichlet, doud resturi (r, si 7, 1 <) sunt
egale. Daci scidem numerele corespunzitoare x; - x,, vom
obtine un numir, care prin Impartire la n, di restul 0 si
care reprezintd totodatd si solutia problemei.

Problema 17

Fie A o multime cu 7 elemente. S3 se arate ci, dacd alegem
mai mult dect jumitate dintre submultimile multimii 4,
atunci doud dintre acestea au proprietatea ci una este in-
clusd 1n cealaltd.

Solutie
Se stie c¢i o multime cu 7 elemente are 2” submultimi. Fie x
un element din A si B = A\{x}.

Pentru fiecare submultime S a lui B vom forma pere-
chea {S, S U {x}}. Aceste perechi formeazi o partitie a mul-
timii A.

Daci alegem mai mult de jumitate dintre submultimile
lui A, conform principiului cutiei, vor exista doud care se
afld 1n aceeasi pereche.

Doud multimi din aceeasi pereche au proprietatea ci
una este inclusd in cealaltd.
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