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ALGORITMI -
CALCULABILITATE

Horia Georgescu

in cadrul acestui articol vom aborda proprietitile de inchidere ale functiilor si
codificarea programelor cu ajutorul catorva demonstratii si vom trata problema
opririi programelor cu ajutorul tezei lui Church. Vom insista asupra calcula-

bilitatii functiilor.

Proprietati de inchidere
Fieg,, ..., g, functii de aritate 7, iar b o functie de aritate k.
Putem atunci defini functia f de aritate 7 prin:

fley ooy x,) = b(g (X ooy X)), ooy Gu(X v X))

Propozitia 1
Daci g,, ..., g, b sunt (partial) calculabile, atunci si functia
f este (partial) calculabil3.
Functia f este calculatd de urmitorul program:
z, ¢« 91(X1' vees xn)

z, < gk(xl,
Y h(zl,

Propozitia de mai sus aratd ci atat clasa functiilor par-
tial calculabile, cat si clasa functiilor calculabile, sunt in-
chise la operatia de compunere.

Fie 7 un numir natural si functiile f: N > N, g : N"*?
— N. Vom defini functia 5 : N**! > N prin:

() {h(xl,...,xn,o) = 1(x,..00x,)

h(xl,...,xn,t+l) =g(t,h(xl,...,xn,t),xl,...,xn),t20

Propozitia 2
Daci f si g sunt calculabile, atunci b este calculabili. Tntr-
adevir, functia b este calculati de programul:
y f(xl, ceer X))
[A] ifx  =0goto E
V< gl(t, v, Xy -ee
tet+1l

;%)

Xn+1 < Xn+l

goto A

Aceastd propozitie demonstreaza Inchiderea clasei func-
titlor calculabile la recursii de tipul (1).
Pentru cazurile 7 = 0 si 7 = 1, recursia (1) se scrie:

) {h(o) =keN

h+1) = g(t,

N [7(0) = £(x)
) {h(x,t+1) =g(t.hx.1).x)

unde in (1') s-a tinut cont c3 functia de aritate 0 se identi-
ficd cu o constanta.

Proprietitile de inchidere luate in considerare mai sus
ne permit sd prezentim si alte exemple de functii calcula-
bile; fiecare dintre ele permite introducerea unei macroin-
structiuni, conform exemplului 7. Noile exemple ne vor fi

utile in continuare si In plus ne vor miri increderea in
limbajul §.

D} respectiv

Exemplul 9
Functia h(n) = n! este calculabila.

A h(0) =1
Intr-adevir: { ©)

me+1)=h() @ +1)=gn()).c>0°
unde g(x,, x,) = (x, + 1) - x,.
Exemplul 10

Functia b: N x N - N dati de h(x,, x,) = x,;*? este calcu-
labild.



Pentru demonstratie, plecim de la relatiile: x° = 1; x*!
=x¥ - x (am luat deci prin conventie 0° = 1), obtinind:

h(x,,0) =1
h(xl,t+1) = h(xl,t)- X, = g(t,h(xl,t),xl’
unde g(x,, x,, x;) =x, * x,.

Exemplul 11
Functia f: N x N > N dati de:

( )_ L w2 x,
Sl x, ) =x~x, = 0.x <x >
Ehdd! 2

este calculabild (demonstratia este propusi ca exercitiu).
Exemplul 12
Functiaf: N x N - N, f(x,, x,) = |x, - x, 1, este calculabild,

deoarece |x, - x,| = (x, = x,) + (x, = x,).

Exemplul 13
Functia a: N — N, dati de:

a(x)z{

este calculabild, agsa cum s-a aritat in exemplul 8.

1,x=0
0,x%0

Exemplul 14
Predicatul /: N x N - {0, 1} (predicatul "="), dat de:

Lx =x,
S Giox:)= {O,altfel :

este calculabil, deoarece f(x,, x,) = a(|x, - x,1).

Exemplul 15
Predicatul /: N x N - {0, 1} (predicatul "<"), dat de:

_JLx <x,
S Giox:)= {O,altfel :

este calculabil, deoarece f(x, x,) = a(x, = x,); Intr-adevir,
x <x,ox = x,=0.

Propozitia 3
Daci P si Q sunt predicate calculabile, atunci = P, P v Q,
P A Q sunt predicate calculabile.

Demonstratie
Este suficient s observim ci:

“P=aoPPAQ=P QPvQ="("P)A("Q).

Propozitia 4
Daci g, b sunt functii n-are (partial) calculabile, iar P un
predicat n-ar calculabil, atunci functia n-ari:

G xy0ex, )= g3y, ) Py, )=1
122 o h(xpxzs'"axn)’P(xl’x”.“’x"):0’

este (partial) calculabild (observim analogia cu constructia
if-then-else).

Demonstratie
Intr-adevar, f=g-P+h - (0o P).

Propozitia 5
Fie f o functie calculabili de aritate 7 + 1. Atunci functiile
g si b definite de:

Xl
g(xl»xz""’xnaxnu) :Zf(xl’xza"':xn’t)
=0

b

Xn+l
h(xl’x2"“’xn’xn+l) = Hf(xl’xza"'axn’t)
=0
sunt calculabile.

Demonstratie
Este suficient s observim ci:
g(xl»xza"'axnao) =f(x1,x2,---,xn,0)
g, s, 14 1) = g, Xy, %,00) +
f(xl,x2,~~~,xn,t+1)
h(xlsxz""axnso) =f(x,,x2,---,xn,0)
h(xl,xz,o'o,xn,t+1) = h(xl,xz,m,xn,t)-
f(xl,xz,'--,xn,t+1)

s1 s aplicim propozitia 2.

Propozitia 6
Fie P un predicat calculabil de aritate 7 + 1. Atunci sunt cal-
culabile si urmitoarele predicate de aritate 7 + 1 cu defi-
nitie evidenti:

(Vt)gnﬂp(xlaxzr'"’xnrt);(Elt)gmlp(xlsxzv"'sxn’t)§
(Vt)qﬂP(xl,xz,“-,xn,t);(Elt)<n+,P(xl,x2,~~~,xn,t).

Demonstratie
Demonstratia se bazeazi pe urmitoarele echivalente:

!

(VI)SnHP(xl’x2"“’xn’t)©HP(xl’xZ’.“’xn’t) =1
=0

R
(EII)SMP(x,,x2,---,xn,t)<:> Z‘iP(xl,xz,---,xn,t) #0
=0

(Vt)<n+1P(xl>”"xn’t)<:> (Vt)én+l[t = xn+1 VP(xl’”"xn’t)]
(Ht)<n+lP(xl’. “’xn’t)b (Ht)énﬂ[t * xn+l AP(xl" “"xn’t)]

Exemplul 16

Predicatul binar (notat prin "|") urmitor:
Px,x)=1ex | x,

este calculabil.

Demonstratie
Intr-adevir, x, | x, & (32).,,(x, = x, - 2).

Exemplul 17
Predicatul unar Prim, definit prin:

Prim(x)=1< (x>1) A V) [E=1)v (@1 x)],
este calculabil.
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Propozitia 7
Fie P un predicat calculabil de aritate  + 1. Atunci urmi-
toarea functie de aritate 7 + 1 este calculabila:

min P(x,,x,, -+, x,,¢)

15X,

cu precizarea ci dacd nu existd un astfel de ¢, valoarea ob-
tinutd va fi 0.

Demonstratie
Intr-adevir, functia de mai sus este calculati de programul:
[A] if P(x;, ..., X, t) gotoB
tet+1l
ift<x , gotoA
vy« 0
goto E
(B] yet

Ratiunea pentru care am ales prin lips valoarea 0 pentru
minim va apirea in sectiunea urmatoare.

Exemplul 18
Functia binari f ("partea Intreaga din raport") datd de:
JCRENEIENEN

este calculabili.

Demonstratie
Intr-adevir:

Lxl/xzj :rtlgln[(t"'l) Xy >x1],

S3 observim ci am acceptat ci [x/0] = 0.

Exemplul 19
Functia binard R care calculeazd restul impirtirii a doud
numere naturale este calculabil3.

Demonstratie
Intr-adevir, R(x, x,) = x, = (Lx,/x,] - x,). Si observim ci
am acceptat ca R(x, 0) = x.

Exemplul 20

Functia unard definita prin:

f(n) = al n-lea numir prim (dacd n > 0) sau 0 (dacd » = 0)
este calculabili.

Demonstratie
Vomnotap, = f(n). Decip,=0,p,=2,p,=3,p,=5, ....
Intr-adevir, pentru 7 > 0 avem:

pn+l = tmin[[P}"l‘m(t)/\ (t > pn )] .
<p,l+

Aceastd egalitate se bazeaz.i pe inegalitatea P SPA+L,
care este adevdrati deoarece fie p ! + 1 este prim, fie are un
divizor prim mai mic decit el care nu poate fi nici unul

dintre p, ..., p,.

Definim acum succesiv functiile 5 si k, evident calcula-

bile, date de:

h(y,z) = n,lSiZn[Prim(t)/\ > )
k(x) = h(x,x!+1)

Rezulta:

Po=0
pn+1 = k(pn )’vn 2 0

si, conform propozitiei 2, functia f este calculabila.

o ge
Codificarea programelor
In aceastd sectiune vom vedea cum pot fi codificate pro-
gramele.

Reprezentarea perechilor si n-uplelor
Pentru orice doud numere naturale x, y € N, definim (x, y)
=2-(2-y+41)-1.

Functia f: N x N —» N datd de f{x, y) = (x, y) este bijec-
tiva.

Intr-adevir pentru orice z, existi si sunt unice nume-
rele x, y cu (x, ) = z:
o x este cea mai mare putere a lui 2 care divide pe z + 1;
o y poate fi determinat de relatia 2 - y + 1 = (z + 1)/2* (mem-

brul drept al acestei relatii fiind impar).

Notand prin /si r functiile prin care se obtin x si y din
z (adici ([(z), r(z)) = z), observim ci ele sunt calculabile
deoarece:

1) = min[-@ 1G+D)]
@) =|(E+1y2r f)2

Pentru reprezentarea n-uplului (a,, ..
numdrul Gédel atasat astfel:

undep, =2,p,=3,p, =5, ... este sirul numerelor prime. De
exemplu [2,0,1]=22-5'=20=[2,0, 1,0, ..., 0].
Pentru orice 7 > 1, functia n-ard f dati de f{x,, ..
[x,, ..., x,] este evident calculabild.
Din teorema fundamentali a aritmeticii deducem ci:
o pentru orice x nenul, existi 7, 4, ..., a, cu [, ...,a,] =x
(deci functia f este surjectiva);
edinfa,..,al=[b,...b]rezultia,=b,vi=1,.., 5

. a,) definim

wX,)=

Mai observim ci[a,, ...,a,] =[a,, ..., a,, 0]. Prin urma-
re functia care atageazd oricirui program numirul siu Go-
del nu este injectivi.

De exemplu: 1 =[0] = [0, 0] =[0, 0, 0] = ...; acest exem-
plu ne permite si definim numirul Géodel atasat secventei
vide (cu 7 = 0) ca fiind 1.

Pentru orice i > 1, considerdm functia ( ): N - N care
pentru fiecare numir x = [4,, 4,, ...] calculeazd (x), = a,.
Aceste functii sunt calculabile deoarece:

(=) =min[- 1)

Si observam ¢i (0), = (1), = 0, Vi.

i



Mai introducem functia Lt: N — N care ataseazi fieci-
rui numdr natural x numdrul de ordine al celui mai mare
numir prim care il divide pe x. In exemplul de mai sus
pentrux =20=2,0,1,0,...,0] avem Lt(x) = 3.

Functia Lt este calculabili deoarece:

Lt(x): IIilSianx)ii 0A (vj)jSX((i s i)V ((x)j = 0)] :

(se cautd cel mai mic 7 cu x;#05si (x); =0, Vj > i). S obser-

vim ci:

o Lt(0) = Lt(1) = 0;

o Li([a,, ...,a))=n<a, #0(unden >1);

o pentru orice z € N\{0, 1}, existd si sunt unice #, a,, ..., 4,
cua, #0si[a,...,a] =z (pentru z =1 se obtine 7 = 0,
adicd secventa vida).

Numadrul atasat unui program
Incepem prin a aseza variabilele de intrare (x,, x,, ...), va-
riabila de iesire y si variabilele de lucru (z,, z,, ...) in urma-
toarea ordine: y, X, 2, X,, Z,, ...

Variabilelor le atagim pozitiile lor in acest sir prin
functia # astfel: #(y) = 1; #(x) =2 - 5; #(z) =2 i+ 1, Vi 1.

Fiecare instructiune poate avea atasatd o etichetd. Vom
numerota etichetele folosite in program cu E, E,, ...
Extindem functia # la etichete astfel: #(E)) = i.

{n continuare observim ci o instructiune / in limbajul
§ este bine determinati de:
e etichetarea ei;
o tipul instructiunii;
e unica variabili v care intervine in ea.

Corespunzitor, pentru fiecare instructiune definim trei
numere 4, b si ¢ astfel:

0, daci I nu este etichetati
a= o . o 5
#(L), daci I este etichetatd cu L

0,dacd I este detipulv<«v
1,dacd [ este detipul v« v+1

2,dacd I este de tipul v« v-1
#(L) +2,daci I estede tipul if v 0goto L

c=#) -1,
unde v este unica variabild care apare in instructiunea /.

Putem extinde acum functia # la instructiuni astfel:
#(I) = (a, (b, ¢)) (numdrul atasat instructiunii /).

Exemplul 21
Fie I urmdtoarea instructiune:
(E;] x, <%, +1
Atuncia=1,b=1,c=1sideci #(I) =(1,(1, 1)) =(1,5) = 21.
Restrictia functiei # la multimea instructiunilor, func-
tie avand codomeniul N, este bijectivi, deoarece functia ( , )

este bijectivi. Si mai observam ci unica instructiune / cu
#(I) = 0 este instructiunea neetichetatd: y « y.

Fie acum un program P constind, in ordine, din in-
structiunile /,, ..., I . Extindem atunci functia # la progra-
me astfel: #(P) = [#(1,), ..., #(1 )] - 1.

#(P) este numdrul atasat programului P. Functia # de-
finitd pe multimea programelor este calculabil3.

Tinand cont de observatiile ficute anterior asupra nu-
mirului Godel atasat unei secvente, rezultd ci restrictia
functiei # la programe devine bijectivd, dacd ultima in-
structiune a programelor este diferitd de instructiunea ne-
etichetatd y < y; cum efectul acesteia este nul, vom impune
(fird a scidea din generalitate) regula: Nici un program nu
se poate termina cu instructiunea neetichetatd y « y.

fn acest mod fiecare numir natural poate fi privit ca un
(unic) program in limbajul S.

O consecinta imediatd este cd multimea programelor
in limbajul § este numdrabili; acest fapt se putea deduce si
in alte moduri, dar cel de mai sus permite chiar "numero-
tarea programelor”.

Exemplul 22

Ciutim programul P al cirui numdr atasat este #(P) = 199.
Observim ci: 199 +1=200=2%-52=[3, 0, 2], ceea ce

aratd cd P este format din 3 instructiuni, ale ciror numere

atasate sunt in ordine 3, 0, 2:

3={a, by =>a=2s1(b,0)=0,decib=c=0;

2=(a,{b, ) =>a=0si(b,c)=1,decib=1,c=0.

Rezulti ci programul P ciutat este urmitorul:
[E,] yevy
y<y
y<y+l

S3 mai facem urmitoarele observatii:

o programul vid are numdrul atasat egal cu 1 - 1 =0;

o corespondentele de mai sus sunt cele care au ficut nece-
sare admiterea etichetdrii unor instructiuni diferite din
acelasi program cu aceeasi eticheta.

Teza lui Church. Problema opririi

Teza lui Church (1936) se exprima astfel: Date fiind nume-
rele naturale x, ..., x , numdrul y poate fi "calculat" pe ba-
za lor dacd si numai dacd existd un program in limbajul S
avand la intrare valorile x, ..., x, si la iesire valoarea y.

Altfel spus, intelegem prin algoritm care calculeazi
valoarea y plecand de la valorile x,, ..., x, un program in
limbajul § care realizeazd acest lucru.

Evident, se pune problema daci definitia cuvantului
"algoritm" datd mai sus nu este prea restrictivd. Legat de
aceasta, se impun urmatoarele preciziri:

e notiunea de algoritm nu poate fi definitd decit pe baza
unui limbaj de programare particular sau a unei "masini
matematice ideale"; de aceea teza lui Church nu poate fi
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demonstrati ca o teoremi din matematici;

o toate incercirile de a defini notiunea de algoritm, incer-
cri dintre care unele vor fi prezentate in continuare, au
condus la definitii care s-au dovedit echivalente cu cea din
enuntul tezei lui Church.

Aceste consideratii ne determini s3 acceptim definitia
algoritmului asa cum apare ea in teza lui Church.

Suntem acum in misurd sd prezentim o primd pro-
blemd nedecidabild, adici o problemi pentru care nu
existd un program in limbajul § care si o rezolve.

Este vorba de problema opririi (termindrii) programelor.

Fie HALT predicatul binar definit astfel:

HALT(x,, x,) =1, programul P cu #(P) = x, se termind
pentru valoarea de intrare x,.

Teorema 1
Predicatul HALT nu este calculabil.

Demonstratie
S3 presupunem prin absurd cd predicatul HALT ar fi cal-
culabil. Atunci putem considera urmitorul program (no-
tat prin P) care consti din unica instructiune:

[A] if HALT (x,x) goto A.

Atunci functia de un argument calculatd de P este:

o _ | T dacd HALT (x,x) =1
" 0,daci HALT(x,x) =0

Fie y, = #(P). Atunci: HALT(x, ;) = 1 & w,M(x) { (es-
te nedefinitd) & HALT(x, x) = 0 (programul cu numdrul
¥, se termind pentru valoarea x).

Punind x =y, obtinem HALT(y,, y,) =1 < HALT(y,,
¥,) = 0. Se ajunge astfel la o contradictie.

Cum predicatul HALT nu este calculabil, conform te-
zei lui Church ajungem la urmitorul rezultat:

Corolar. Problema opririi programelor este nedecida-
bild, in urmitorul sens: nu existd un algoritm care, pentru
orice program scris in limbajul § si orice valori de intrare,
s3 decidd dacd programul se termini pentru acele date de
intrare.

In urmitorul articol, care este de altfel si ultimul din aceasti
serie, vom prezenta alte probleme nedecidabile si vom trata
problema decidabilititii functiilor folosind diferite metode de
abordare.
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Cea mai cunoscutd si utilizatd
aplicatie capabilé s& ruleze mu-
zicG si clipuri video utilizénd pu-
fine resurse sistem, Winamp, a
ajuns la versiunea 5.

Acest lucru se datoreazé fap-
tului cé& versiunea 3, chiar dacé
s-a dorit s& fie mai performanté
decat versiunea 2, a fost consi-
derat& un esec de cei de la Null-
Soft, mulii utilizatori ai acestui
produs revenind la versiunea 2.

in primévara acestui an a
apdrut prima versiune a produ-
sului Winamp 5. Aceastd versi-
une era superprealpharelease
(m-am mirat foarte tare cénd
am v&zut numele versiunii) si nu
avea nimic in plus faf& de pro-
dusul Winamp 2, din contr& era
plin de bug-uri.

De curénd a apérut versiu-
nea beta 10 care combing, intr-
un singur pachet, cele mai bune
elemente prezente in cadrul ce-
lor doud versiuni anterioare.

La facilitatile oferite de Win-
amp 2 si Winamp 3 s-au adgu-
gat elemente noi, cum ar fi posi-
bilitatea de a avea interfefe gra-
fice cu alta formd decét cea cu-
noscutd si ferestre translucide.

in momentul in care am por-
nit aplicafia am rémas blocat.
Nu am putut decat sd-mi zic
"Uaul".

Cu ajutorul acestui produs se
pot viziona filme si videoclipuri
si nu mai vorbesc de calitatea
sunetului care este cunoscutd
chiar de la versiunea 1.

Fanii produselor Winamp au
acum posibilitatea de a crea in-

terfete grafice care s& aibd cele
mai ciudate forme, Winamp 5
avand inclus un pachet de scrip-
fing pentru a facilita acest lucru.
Cei de la NullSoft au anun-
fat addugarea a doud formate
proprietare NSA (NullSoft Au-
dio) si NSV (NullSoft Video).
Chiar dacé este incé la ver-
siunea beta, acest produs merit&
sé fie instalat. Mie mi-a placut.

Claudiu Soroiu

EQUALIZER GFTIONS

COLOR THEMES




