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ALGORITMI -

CALCULABILITATE
Horia Georgescu

În cadrul acestui articol vom aborda proprietãþile de închidere ale funcþiilor ºi
codificarea programelor cu ajutorul câtorva demonstraþii ºi vom trata problema
opririi programelor cu ajutorul tezei lui Church. Vom insista asupra calcula-
bilitãþii funcþiilor.

Proprietãþi de închidere
Fie g1, ..., gk funcþii de aritate n, iar h o funcþie de aritate k.
Putem atunci defini funcþia f de aritate n prin:

f(x1, …, xn) = h(g1(x1, …, xn), …, gk(x1, …, xn)).

Propoziþia 1
Dacã g1, ..., gk, h sunt (parþial) calculabile, atunci ºi funcþia
f este (parþial) calculabilã.

Funcþia f este calculatã de urmãtorul program:
z1 ← g1(x1, …, xn)
…
zk ← gk(x1, …, xn)
y ← h(z1, …, zk)

Propoziþia de mai sus aratã cã atât clasa funcþiilor par-
þial calculabile, cât ºi clasa funcþiilor calculabile, sunt în-
chise la operaþia de compunere.

Fie n un numãr natural ºi funcþiile f: Nm → N, g : Nn+2

→ N. Vom defini funcþia h : Nn+1 → N prin:

Propoziþia 2
Dacã f ºi g sunt calculabile, atunci h este calculabilã. Într-
adevãr, funcþia h este calculatã de programul:

y ← f(x1, …, xn)
[A] if xn+1 = 0 goto E

y ← g(t, y, x1, …, xn)
t ← t + 1

xn+1 ← xn+1
goto A

Aceastã propoziþie demonstreazã închiderea clasei func-
þiilor calculabile la recursii de tipul (1).

Pentru cazurile n = 0 ºi n = 1, recursia (1) se scrie:

, respectiv

,

unde în (1') s-a þinut cont cã funcþia de aritate 0 se identi-
ficã cu o constantã.

Proprietãþile de închidere luate în considerare mai sus
ne permit sã prezentãm ºi alte exemple de funcþii calcula-
bile; fiecare dintre ele permite introducerea unei macroin-
strucþiuni, conform exemplului 7. Noile exemple ne vor fi
utile în continuare ºi în plus ne vor mãri încrederea în
limbajul S.

Exemplul 9
Funcþia h(n) = n! este calculabilã.

Într-adevãr: ,

unde g(x1, x2) = (x1 + 1) · x2.

Exemplul 10
Funcþia h: N × N → N datã de h(x1, x2) = x1

x2 este calcu-
labilã.
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Pentru demonstraþie, plecãm de la relaþiile: x0 = 1; xy+1

= xy · x (am luat deci prin convenþie 00 = 1), obþinând:

,

unde g(x1, x2, x3) = x2 · x3.

Exemplul 11
Funcþia f : N × N → N datã de:

,

este calculabilã (demonstraþia este propusã ca exerciþiu).

Exemplul 12
Funcþia f : N × N → N, f(x1, x2) = |x1 - x2|, este calculabilã,
deoarece |x1 - x2| = (x1 x2) + (x2 x1).

Exemplul 13
Funcþia α : N → N, datã de:

, 

este calculabilã, aºa cum s-a arãtat în exemplul 8.

Exemplul 14
Predicatul f : N × N → {0, 1} (predicatul "="), dat de:

,

este calculabil, deoarece f(x1, x2) = α(|x1 - x2|).

Exemplul 15
Predicatul f : N × N → {0, 1} (predicatul "≤"), dat de:

,

este calculabil, deoarece f(x1, x2) = α(x1 x2); într-adevãr,
x1 ≤ x2 ⇔ x1 x2 = 0.

Propoziþia 3
Dacã P ºi Q sunt predicate calculabile, atunci ¬ P, P ∨ Q,
P ∧ Q sunt predicate calculabile.

Demonstraþie
Este suficient sã observãm cã:
¬P = α • P; P ∧ Q = P · Q; P ∨ Q = ¬ ((¬ P) ∧ (¬ Q)).

Propoziþia 4
Dacã g, h sunt funcþii n-are (parþial) calculabile, iar P un
predicat n-ar calculabil, atunci funcþia n-arã:

,

este (parþial) calculabilã (observãm analogia cu construcþia
if-then-else).

Demonstraþie
Într-adevãr, f = g · P + h · (α • P).

Propoziþia 5
Fie f o funcþie calculabilã de aritate n + 1. Atunci funcþiile
g ºi h definite de:

,

sunt calculabile.

Demonstraþie
Este suficient sã observãm cã:

ºi sã aplicãm propoziþia 2.

Propoziþia 6
Fie P un predicat calculabil de aritate n + 1. Atunci sunt cal-
culabile ºi urmãtoarele predicate de aritate n + 1 cu defi-
niþie evidentã:

Demonstraþie
Demonstraþia se bazeazã pe urmãtoarele echivalenþe:

Exemplul 16
Predicatul binar (notat prin "|") urmãtor:

P(x1, x2) = 1 ⇔ x1 | x2,
este calculabil.

Demonstraþie
Într-adevãr, x1 | x2 ⇔ (∃z)≤x2

(x2 = x1 · z).

Exemplul 17
Predicatul unar Prim, definit prin:

Prim(x) = 1 ⇔ (x > 1) ∧ (∀t)≤x[(t = 1) ∨ ¬ (t | x)],
este calculabil.
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Propoziþia 7
Fie P un predicat calculabil de aritate n + 1. Atunci urmã-
toarea funcþie de aritate n + 1 este calculabilã:

cu precizarea cã dacã nu existã un astfel de t, valoarea ob-
þinutã va fi 0.

Demonstraþie
Într-adevãr, funcþia de mai sus este calculatã de programul:
[A] if P(x1, …, xn, t) goto B

t ← t + 1
if t ≤ xn+1 goto A
y ← 0
goto E

[B] y ← t

Raþiunea pentru care am ales prin lipsã valoarea 0 pentru
minim va apãrea în secþiunea urmãtoare.

Exemplul 18
Funcþia binarã f ("partea întreagã din raport") datã de:

f(x1, x2) = x1/x2
este calculabilã.

Demonstraþie
Într-adevãr:

.

Sã observãm cã am acceptat cã x/0 = 0.

Exemplul 19
Funcþia binarã R care calculeazã restul împãrþirii a douã
numere naturale este calculabilã.

Demonstraþie
Într-adevãr, R(x1, x2) = x1 ( x1/x2 · x2). Sã observãm cã
am acceptat cã R(x, 0) = x.

Exemplul 20
Funcþia unarã definitã prin:
f(n) = al n-lea numãr prim (dacã n > 0) sau 0 (dacã n = 0)
este calculabilã.

Demonstraþie
Vom nota pn = f(n). Deci p0 = 0, p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, ….

Într-adevãr, pentru n > 0 avem:

.

Aceastã egalitate se bazeazã pe inegalitatea pn+1 ≤ pn! + 1,
care este adevãratã deoarece fie pn! + 1 este prim, fie are un
divizor prim mai mic decât el care nu poate fi nici unul
dintre p1, …, pn.

Definim acum succesiv funcþiile h ºi k, evident calcula-
bile, date de:

Rezultã:

ºi, conform propoziþiei 2, funcþia f este calculabilã.

Codificarea programelor
În aceastã secþiune vom vedea cum pot fi codificate pro-
gramele. 

Reprezentarea perechilor ºi n-uplelor
Pentru orice douã numere naturale x, y ∈ N, definim +x, y,
= 2x · (2 · y +1) - 1.

Funcþia f: N × N → N datã de f(x, y) = +x, y, este bijec-
tivã.

Într-adevãr pentru orice z, existã ºi sunt unice nume-
rele x, y cu +x, y, = z:
• x este cea mai mare putere a lui 2 care divide pe z + 1;
• y poate fi determinat de relaþia 2 · y + 1 = (z + 1)/2x (mem-

brul drept al acestei relaþii fiind impar).

Notând prin l ºi r funcþiile prin care se obþin x ºi y din
z (adicã +l(z), r(z), = z), observãm cã ele sunt calculabile
deoarece:

.
Pentru reprezentarea n-uplului (a1, …, an) definim

numãrul Gödel ataºat astfel:

,

unde p1 = 2, p2 = 3, p3 =5, … este ºirul numerelor prime. De 
exemplu [2, 0, 1] = 22 · 51 = 20 = [2, 0, 1, 0, …, 0].

Pentru orice n ≥ 1, funcþia n-arã f datã de f(x1, …, xn) =
[x1, …, xn] este evident calculabilã.

Din teorema fundamentalã a aritmeticii deducem cã:
• pentru orice x nenul, existã n, a1, …, an cu [a1, …, an] = x

(deci funcþia f este surjectivã);
• din [a1, …, an] = [b1, …, bn] rezultã ai = bi, ∀i = 1, …, n.

Mai observãm cã [a1, …, an] = [a1, …, an, 0]. Prin urma-
re funcþia care ataºeazã oricãrui program numãrul sãu Gö-
del nu este injectivã.

De exemplu: 1 = [0] = [0, 0] = [0, 0, 0] = …; acest exem-
plu ne permite sã definim numãrul Gödel ataºat secvenþei
vide (cu n = 0) ca fiind 1.

Pentru orice i ≥ 1, considerãm funcþia ( )i: N → N care
pentru fiecare numãr x = [a1, a2, …] calculeazã (x)i = ai.
Aceste funcþii sunt calculabile deoarece:

.

Sã observãm cã (0)i = (1)i = 0, ∀i.
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Mai introducem funcþia Lt: N → N care ataºeazã fiecã-
rui numãr natural x numãrul de ordine al celui mai mare
numãr prim care îl divide pe x. În exemplul de mai sus
pentru x = 20 = [2, 0, 1, 0, . . . , 0] avem Lt(x) = 3.

Funcþia Lt este calculabilã deoarece:

.

(se cautã cel mai mic i cu xi ≠ 0 ºi (x)j = 0, ∀j > i). Sã obser-
vãm cã:
• Lt(0) = Lt(1) = 0;
• Lt([a1, …, an]) = n ⇔ an ≠ 0 (unde n ≥ 1);
• pentru orice z ∈ N\{0, 1}, existã ºi sunt unice n, a1, …, an

cu an ≠ 0 ºi [a1, …, an] = z (pentru z = 1 se obþine n = 0,
adicã secvenþa vidã).

Numãrul ataºat unui program
Începem prin a aºeza variabilele de intrare (x1, x2, …), va-
riabila de ieºire y ºi variabilele de lucru (z1, z2, …) în urmã-
toarea ordine: y, x1, z1, x2, z2, …

Variabilelor le ataºãm poziþiile lor în acest ºir prin
funcþia # astfel: #(y) = 1; #(xi) = 2 · i; #(zi) = 2 · i + 1, ∀i ≥ 1.

Fiecare instrucþiune poate avea ataºatã o etichetã. Vom
numerota etichetele folosite în program cu E1, E2, ….
Extindem funcþia # la etichete astfel: #(Ei) = i.

În continuare observãm cã o instrucþiune I în limbajul
S este bine determinatã de:
• etichetarea ei;
• tipul instrucþiunii;
• unica variabilã v care intervine în ea.

Corespunzãtor, pentru fiecare instrucþiune definim trei
numere a, b ºi c astfel:

,

,

c = #(v) - 1,
unde v este unica variabilã care apare în instrucþiunea I.

Putem extinde acum funcþia # la instrucþiuni astfel:
#(I) = +a, +b, c,, (numãrul ataºat instrucþiunii I).

Exemplul 21
Fie I urmãtoarea instrucþiune:

[E1] x1 ← x1 + 1.
Atunci a = 1, b = 1, c = 1 ºi deci #(I) = +1, +1, 1,, = +1, 5, = 21.

Restricþia funcþiei # la mulþimea instrucþiunilor, func-
þie având codomeniul N, este bijectivã, deoarece funcþia + , ,

este bijectivã. Sã mai observãm cã unica instrucþiune I cu
#(I) = 0 este instrucþiunea neetichetatã: y ← y.

Fie acum un program P constând, în ordine, din in-
strucþiunile I1, …, In. Extindem atunci funcþia # la progra-
me astfel: #(P) = [#(I1), …, #(In)] - 1.

#(P) este numãrul ataºat programului P. Funcþia # de-
finitã pe mulþimea programelor este calculabilã.

Þinând cont de observaþiile fãcute anterior asupra nu-
mãrului Gödel ataºat unei secvenþe, rezultã cã restricþia
funcþiei # la programe devine bijectivã, dacã ultima in-
strucþiune a programelor este diferitã de instrucþiunea ne-
etichetatã y ← y; cum efectul acesteia este nul, vom impune
(fãrã a scãdea din generalitate) regula: Nici un program nu
se poate termina cu instrucþiunea neetichetatã y ← y.

În acest mod fiecare numãr natural poate fi privit ca un
(unic) program în limbajul S.

O consecinþã imediatã este cã mulþimea programelor
în limbajul S este numãrabilã; acest fapt se putea deduce ºi
în alte moduri, dar cel de mai sus permite chiar "numero-
tarea programelor".

Exemplul 22
Cãutãm programul P al cãrui numãr ataºat este #(P) = 199.

Observãm cã: 199 + 1 = 200 = 23 · 52 = [3, 0, 2], ceea ce
aratã cã P este format din 3 instrucþiuni, ale cãror numere
ataºate sunt în ordine 3, 0, 2:
3 = +a, +b, c,, ⇒ a = 2 ºi +b, c, = 0, deci b = c = 0;
2 = +a, +b, c,, ⇒ a = 0 ºi +b, c, = 1, deci b = 1, c = 0.

Rezultã cã programul P cãutat este urmãtorul:
[E2] y ← y

y ← y
y ← y + 1

Sã mai facem urmãtoarele observaþii:
• programul vid are numãrul ataºat egal cu 1 - 1 = 0;
• corespondenþele de mai sus sunt cele care au fãcut nece-

sare admiterea etichetãrii unor instrucþiuni diferite din
acelaºi program cu aceeaºi etichetã.

Teza lui Church. Problema opririi
Teza lui Church (1936) se exprimã astfel: Date fiind nume-
rele naturale x1, …, xn, numãrul y poate fi "calculat" pe ba-
za lor dacã ºi numai dacã existã un program în limbajul S
având la intrare valorile x1, …, xn ºi la ieºire valoarea y.

Altfel spus, înþelegem prin algoritm care calculeazã
valoarea y plecând de la valorile x1, …, xn un program în
limbajul S care realizeazã acest lucru.

Evident, se pune problema dacã definiþia cuvântului
"algoritm" datã mai sus nu este prea restrictivã. Legat de
aceasta, se impun urmãtoarele precizãri:
• noþiunea de algoritm nu poate fi definitã decât pe baza

unui limbaj de programare particular sau a unei "maºini
matematice ideale"; de aceea teza lui Church nu poate fi
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demonstratã ca o teoremã din matematicã;
• toate încercãrile de a defini noþiunea de algoritm, încer-

cãri dintre care unele vor fi prezentate în continuare, au
condus la definiþii care s-au dovedit echivalente cu cea din
enunþul tezei lui Church.

Aceste consideraþii ne determinã sã acceptãm definiþia
algoritmului aºa cum apare ea în teza lui Church.

Suntem acum în mãsurã sã prezentãm o primã pro-
blemã nedecidabilã, adicã o problemã pentru care nu
existã un program în limbajul S care sã o rezolve.

Este vorba de problema opririi (terminãrii) programelor.
Fie HALT predicatul binar definit astfel:
HALT(x1, x2) = 1, programul P cu #(P) = x2 se terminã

pentru valoarea de intrare x1.

Teorema 1
Predicatul HALT nu este calculabil.

Demonstraþie
Sã presupunem prin absurd cã predicatul HALT ar fi cal-
culabil. Atunci putem considera urmãtorul program (no-
tat prin P) care constã din unica instrucþiune:

[A] if HALT(x,x) goto A.

Atunci funcþia de un argument calculatã de P este:

.

Fie y0 = #(P). Atunci: HALT(x, y0) = 1 ⇔ ψP
(1)(x) ↓ (es-

te nedefinitã) ⇔ HALT(x, x) = 0 (programul cu numãrul
y0 se terminã pentru valoarea x).

Punând x = y0, obþinem HALT(y0, y0) = 1 ⇔ HALT(y0,
y0) = 0. Se ajunge astfel la o contradicþie.

Cum predicatul HALT nu este calculabil, conform te-
zei lui Church ajungem la urmãtorul rezultat:

Corolar. Problema opririi programelor este nedecida-
bilã, în urmãtorul sens: nu existã un algoritm care, pentru
orice program scris în limbajul S ºi orice valori de intrare,
sã decidã dacã programul se terminã pentru acele date de
intrare.

Va urma...
În urmãtorul articol, care este de altfel ºi ultimul din aceastã
serie, vom prezenta alte probleme nedecidabile ºi vom trata
problema decidabilitãþii funcþiilor folosind diferite metode de
abordare.

Bibliografie
1. Martin D. Davis, Elaine J. Weyuker, Computability,

Complexity and Languages, Academic Press, 1983
2. Christos H. Papadimitriou, Computational Complexity,

Addison-Wesley, 1994

Dl. prof. dr. Horia Georgescu este cadru didactic la Universitatea
Bucureºti, fondator ºi director ºtiinþific al GInfo ºi poate fi contactat prin
e-mail la adresa gg__hhoorriiaa@@hhoottmmaaiill..ccoomm.

( ) ( )
( )




=
=↑

=
0,,0
1,,1

  dacã  
  dacã  

xxHALT
xxHALT

P

Cea mmai ccunoscutã ººi uutilizatã
aplicaþie ccapabilã ssã rruleze mmu-
zicã ººi cclipuri vvideo uutilizând ppu-
þine rresurse ssistem, WWinamp, aa
ajuns lla vversiunea 55.

Acest llucru sse ddatoreazã ffap-
tului ccã vversiunea 33, cchiar ddacã
s-aa ddorit ssã ffie mmai pperformantã
decât vversiunea 22, aa ffost cconsi-
deratã uun eeºec dde ccei dde lla NNull-
Soft, mmulþi uutilizatori aai aacestui
produs rrevenind lla vversiunea 22. 

În pprimãvara aacestui aan aa
apãrut pprima vversiune aa pprodu-
sului WWinamp 55. AAceastã vversi-
une eera superprealpharelease
(m-aam mmirat ffoarte ttare ccând
am vvãzut nnumele vversiunii) ººi nnu
avea nnimic îîn pplus ffaþã dde ppro-
dusul WWinamp 22, ddin ccontrã eera
plin dde bug-uuri.

De ccurând aa aapãrut vversiu-
nea bbeta 110 ccare ccombinã, îîntr-
un ssingur ppachet, ccele mmai bbune
elemente pprezente îîn ccadrul cce-
lor ddouã vversiuni aanterioare.

La ffacilitãþile ooferite dde WWin-
amp 22 ººi WWinamp 33 ss-aau aadãu-
gat eelemente nnoi, ccum aar ffi pposi-
bilitatea dde aa aavea iinterfeþe ggra-
fice ccu aaltã fformã ddecât ccea ccu-
noscutã ºi fferestre ttranslucide.

În mmomentul îîn ccare aam ppor-
nit aaplicaþia aam rrãmas bblocat.
Nu aam pputut ddecât ssã-mmi zzic  
"Uau!". 

Cu aajutorul aacestui pprodus sse
pot vviziona ffilme ººi vvideoclipuri
ºi nnu mmai vvorbesc dde ccalitatea
sunetului ccare eeste ccunoscutã
chiar de lla vversiunea 11.

Fanii pproduselor WWinamp aau
acum pposibilitatea dde aa ccrea iin-

terfeþe ggrafice ccare ssã aaibã ccele
mai cciudate fforme, WWinamp 55
având iinclus uun ppachet dde scrip-
ting pentru aa ffacilita aacest llucru.

Cei dde lla NNullSoft aau aanun-
þat aadãugarea aa ddouã fformate
proprietare NNSA ((NullSoft AAu-
dio) ººi NNSV ((NullSoft VVideo).

Chiar ddacã eeste îîncã lla vver-
siunea bbeta, aacest pprodus mmeritã
sã ffie iinstalat. MMie mmi-aa pplãcut.

Claudiu SSoroiu
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